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ΠΡΟΛΟΓΟΣ


Όλοι ξέρουμε ότι το άθροισμα των γωνιών ενός τριγώνου είναι ίσο με 180 μοίρες. Η εργασία με την οποία θα ασχοληθούμε αναφέρεται στην προέλευση, την ανάλυση και την επεξεργασία των σφαιρικών τριγώνων, κάποιων τριγώνων δηλαδή που το άθροισμα των γωνιών τους είναι μεγαλύτερο των δύο ορθών. Αυτά τα τρίγωνα δεν ανήκουν στην Γεωμετρία του Μεγάλου Ευκλείδη (Ευκλείδεια Γεωμετρία), αλλά αποτελούν μία διαφορετική γεωμετρία που ονομάζεται Σφαιρική Τριγωνομετρία. Για παράδειγμα θα δούμε τρίγωνα με δύο ορθές, κάτι που μέχρι τώρα δεν έχουμε δει ή δεν μπορεί να συλληφθεί από τον ανθρώπινο νου. Γι’ αυτό άλλωστε χρησιμοποιείται κυρίως στην Αστρονομία. Ελάτε μαζί μου να εξερευνήσουμε αυτή τη μυστηριώδη, αλλά ταυτόχρονα τόσο ενδιαφέρουσα κατηγορία της Γεωμετρίας.    
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ΙΣΤΟΡΙΚΗ ΑΝΑΔΡΟΜΗ
. 

ΜΕΝΕΛΑΟΣ ο ΑΛΕΞΑΝΔΡΙΝΟΣ
['Eζησε και έδρασε τον 1-2 αι. μ.Χ..]
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Μαθηματικός και μετρητής αστρονόμος αναφέρεται ότι το 98 μ.Χ. έκανε αστρονομικές παρατηρήσεις στην Ρώμη. Από τα γεωμετρικά και αστρονομικά έργα του σώθηκε μόνο ένα με θέμα του τη Σφαιρική γεωμετρία.
Το έργο αυτό είναι προϊόν των εκτεταμένων ερευνών του Μενελάου, φέρει τον τίτλο "Σφαιρική" και σώθηκαν μόνο οι μεταφράσεις του στην Αραβική και Εβραϊκή.

Συνοπτικά οι γνωστές μας προσφορές του Μενελάου στα αρχαία μαθηματικά είναι:

* Το έργο "Σφαιρική" σε 3 βιβλία, με περιεχόμενο:


· Το πρώτο θεμελιώνει την πρώτη μη Ευκλείδεια γεωμετρία, τη Σφαιρική, στην οποία πρωτεύοντα ρόλο παίζουν οι μέγιστοι κύκλοι σφαίρας, ενώ στην Ευκλείδεια γεωμετρία τον έπαιζαν οι ευθείες. Εδώ εισάγονται για πρώτη φορά στην επιστήμη τα σφαιρικά τρίγωνα και μελετώνται διάφορες προτάσεις ισότητας και ανισότητας των στοιχείων τους.


· Το δεύτερο είναι καθαρά αστρονομικού περιεχομένου, ενώ


· Το τρίτο θεμελιώνει τη Σφαιρική Τριγωνομετρία.


Στο έργο του αυτό ο Μενέλαος παρουσιάζει πολλές ομοιότητες και αντιστοιχίες των σφαιρικών τριγώνων με τα επίπεδα, τονίζοντας τις εξαιρέσεις.




* Το περίφημο Θεώρημα των διατεμνουσών, που φέρει το όνομά του. Το θεώρημα αυτό εμφανίζεται στα σφαιρικά τρίγωνα, ως σχέση χορδών των τόξων-πλευρών τους. Του θεωρήματος αυτού ο Μενέλαος δίνει πολλές εφαρμογές. Εκτός αυτού όμως του θεωρήματος, του οποίου το αντίστοιχο επίπεδο πιστεύεται ότι υπήρχε στα "Πορίσματα" του Ευκλείδη, ο σοφός μας δίνει τα σφαιρικά θεωρήματα των τόξων-διχοτόμων των τόξων-υψών και άλλα.
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* Η συγκρότηση πινάκων χορδών κύκλου είναι η τρίτη γνωστή προσφορά του, αν και προϋπήρχε ο αντίστοιχος πίνακας του Ιππάρχου. Οι πίνακες αυτοί περιέχονται στο χαμένο έργο του "Περί υπολογισμού των χορδών κύκλου" σε 6 βιβλία, από το οποίο μάλλον άντλησε αργότερα ο Πτολεμαίος.

Σήμερα ο Μενέλαος θεωρείται ως ο κύριος θεμελιωτής της σφαιρικής τριγωνομετρίας, με προσφορά του ένα έργο, τη "Σφαιρική", το οποίο αποτελεί την τελική μορφή των προγενέστερων σφαιρικών, με μία σχεδόν πλήρη αναλογία θεωρημάτων προς τα αντίστοιχα της τότε γεωμετρίας του επιπέδου.








Σφαιρικό τρίγωνο, (spherical triangle), λέγεται το μέρος της σφαίρας το οποίο περικλείεται μεταξύ τόξων τριών μέγιστων κύκλων, με την προϋπόθεση ότι τα τόξα είναι μικρότερα από ημικύκλια.
Σφαιρικά τρίγωνα είναι αυτά που οι πλευρές τους είναι τόξα μεγίστων κύκλων σφαίρας και έχουν άθροισμα γωνιών μεγαλύτερο των 180 μοιρών. 
Φαντάσου ένα τρίγωνο πχ με μια κορυφή το βόρειο πόλο της γης, τις δυο πλευρές του μεσημβρινούς και την τρίτη πλευρά τον γήινο ισημερινό. Οι δυο γωνίες στον ισημερινό είναι από 90 μοίρες η κάθε μία και ας είναι όσο θέλει αυτή στον βόρειο πόλο. 90+90+κατι>180. 
Ως γωνία θεωρούμε την γωνία των εφαπτομένων των πλευρών στις κορυφές του τριγώνου.
_________________ 
Γενικά
Αν ληφθεί μια τρίεδρη στερεά γωνία και η κορυφή της τεθεί στο κέντρο μιας σφαίρας τότε οι ακμές αυτής, στην επιφάνεια της σφαίρας, θα ορίσουν τρίγωνο που προφανώς θα είναι σφαιρικό. Τότε οι έδρες της στερεάς αυτής γωνίας θ΄ αντιστοιχούν προς τις πλευρές του σφαιρικού τριγώνου, οι δε δίεδρες αυτού με τις γωνίες του σφαιρικού τριγώνου.
Συνεπώς οι μεν ιδιότητες των εδρών της στερεάς γωνίας θα αποτελούν ιδιότητες των πλευρών του σφαιρικού τριγώνου, οι δε των διέδρων θα αποτελούν και ιδιότητες των γωνιών αυτού (του σφαιρικού).
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Ιδιότητες σφαιρικών τριγώνων

Σε κάθε σφαιρικό τρίγωνο ισχύουν οι εξής προτάσεις:

1η  ιδιότητα: Κάθε πλευρά είναι μικρότερη του αθροίσματος των δύο άλλων και μεγαλύτερη της διαφοράς τους.
2η  ιδιότητα: Το άθροισμα των τριών πλευρών είναι μικρότερο των τεσσάρων ορθών ή της περιφέρειας ενός μεγίστου κύκλου.
3η  ιδιότητα: Το άθροισμα των γωνιών του είναι μεγαλύτερο των 180° και μικρότερο των 540°.
4η  ιδιότητα: Απέναντι άνισων πλευρών βρίσκονται ομοίως άνισες γωνίες.
5η  ιδιότητα: Αν είναι ισοσκελές έχει τις γωνίες που βρίσκονται απέναντι των ίσων πλευρών ίσες. Επίσης, η διάμεσος είναι ύψος και διχοτόμος.
6η  ιδιότητα: Αν είναι ισοσκελές είναι και ισογώνιο.
7η  ιδιότητα: Τα κάθετα τόξα μέγιστων κύκλων στα μέσα των πλευρών του (μεσοκάθετοι), περνάνε από το ίδιο σημείο. Το σημείο αυτό ισαπέχει από τις κορυφές του τριγώνου.
8η  ιδιότητα: Τα τόξα μέγιστων κύκλων που διχοτομούν τις γωνίες ενός σφαιρικού τριγώνου (διχοτόμοι), περνάνε από το ίδιο σημείο. Το σημείο αυτό ισαπέχει από τις πλευρές του τριγώνου.
9η  ιδιότητα: Τα τόξα μέγιστων κύκλων που περνάνε από τις κορυφές και είναι κάθετα στις απέναντι πλευρές (ύψη) περνάνε από το ίδιο σημείο.
10η ιδιότητα: Κάθε γωνία του αυξανόμενη κατά δύο ορθές υπερβαίνει το άθροισμα των δύο άλλων.
11η ιδιότητα: Ισχύουν τα θεωρήματα του συνημιτόνου και ημιτόνου:
           συν α= συν β συν γ + ημ β ημ γ συν Α 
 


    
Είδη σφαιρικών τριγώνων

Τα σφαιρικά τρίγωνα διακρίνονται σε πέντε βασικές κατηγορίες:
1. Τα Μονορθογώνια. Σφαιρικά τρίγωνα των οποίων μία γωνία τους είναι ορθή (90°).
2. Τα Μονορθόπλευρα. Λέγονται εκείνα των οποίων η μία πλευρά είναι τόξο 90°.
3. Τα Δισορθόπλευρα, ή Δισορθογώνια, εκείνα που παρουσιάζουν δύο γωνίες ορθές.
4. Τα Τρισορθογώνια, ή Τρισορθόπλευρα. Σφαιρικά τρίγωνα των οποίων όλες οι γωνίες τους είναι ορθές (90°), ή όλες οι πλευρές τους αποτελούν τόξα 90°
5. Τα Κοινά σφαιρικά τρίγωνα, που χαρακτηρίζονται όλα τα άλλα εκτός των παραπάνω.
· Ιδιαίτερη κατηγορία σφαιρικών τριγώνων είναι τα λεγόμενα Πολικά σφαιρικά τρίγωνα που πρόκειται για περιγεγραμμένα, ομοίως σφαιρικά, εντός δοθέντων σφαιρικών τριγώνων.
Θεωρούμε ως μονάδα μέτρησης γωνιών και πλευρών την ορθή γωνία και ως μονάδα μέτρησης των εμβαδών αυτό του τρισορθογώνιου σφαιρικού τριγώνου, δηλαδή το ⅛ της σφαίρας. Με αυτές τις μονάδες μέτρησης προκύπτουν οι ακόλουθες προτάσεις:
· Το εμβαδόν ενός ατράκτου ισούται με το διπλάσιο της γωνίας του.                                                                            Απόδειξη
Θεωρούμε τον άτρακτο ΒΟΑ με γωνία φ και τον ορθογώνιο άτρακτο ΒΟΓ. Ο λόγος των εμβαδών τους είναι όπως ο λόγος των γωνιών τους, δηλαδή:

Αλλά ο άτρακτος ΒΟΓ ισούται με δύο τρισορθογώνια σφαιρικά τρίγωνα, επομένως η σχέση (1) γράφεται: ατρ(ΒΟΑ)=2φ.
Σφαιρική υπεροχή ενός τριγώνου ΑΒΓ λέγεται η διαφορά     (Α+Β+Γ-2).
                    
· Το εμβαδόν ενός σφαιρικού τριγώνου ισούται με τη σφαιρική υπεροχή του τριγώνου.                                       Απόδειξη
Ο άτρακτος που σχηματίζει η γωνία Α ενός τριγώνου ΑΒΓ χωρίζεται από τη ΒΓ σε δύο τρίγωνα, επομένως, για τα εμβαδά τους ισχύει:
     ατρ. Α=εμ.(ΑΒΓ)+εμ.(Α΄ΒΓ)                                                  (1)			Όμοια:						 				ατρ. Β=εμ.(ΑΒΓ)+εμ.(ΑΒ΄Γ)                                         (2)			                                                                                            ατρ. Γ=εμ.(ΑΒΓ)+εμ.(ΑΒΓ΄)=εμ.(ΑΒΓ)+εμ.(Α΄Β΄Γ)             (3)			Προσθέτοντας κατά μέλη έχουμε:
           ατρ. Α +ατρ Β +ατρ Γ=ημισφ ΑΒ + 2 εμ.(ΑΒΓ),                                         
και επειδή η μονάδα είναι η ορθή γωνία, έχουμε:                                                                                                             		                                                              		2Α+2Β+2Γ=4+2εμβ.(ΑΒΓ)  εμ.(ΑΒΓ)= Α+Β+Γ-2.
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Τρίγωνο θέσεως
 Τρίγωνο θέσεως ονομάζεται το σφαιρικό τρίγωνο επί της ουράνιας σφαίρας του οποίου κορυφές είναι το Ζενίθ (Ζ) του παρατηρητή, ο άνω ουράνιος Πόλος (Π) και η θέση ενός αστέρα (Σ).
Το αντίστοιχο αυτού στην επιφάνεια της Γης είναι το τρίγωνο που έχει κορυφές τις γήινες προβολές των τριών ακτινών, οι οποίες συνδέουν το κέντρο της Γης με τις τρεις κορυφές του τριγώνου θέσεως στην ουράνια σφαίρα.
Στοιχεία τριγώνου θέσεως
Τα στοιχεία του "τριγώνου θέσεως" είναι τα ακόλουθα:
1. Η πλευρά Πόλου - Ζενίθ (πλευρά ΠΖ): Η πλευρά αυτή παρίσταται και εκφράζει την επί του μεσημβρινού απόσταση του τόπου εκ του άνω Πόλου καλούμενη πολοζενιθιακή απόσταση η οποία και είναι ίση με το σύμπλατος, δηλαδή 90° - φ
2. Η πλευρά Πόλου - Αστέρα (πλευρά ΠΣ): Η πλευρά αυτή παρίσταται επί του ωρικού κύκλου (ουράνιου μεσημβρινού) του αστέρα και εκφράζει την απόσταση αυτού από τον άνω Πόλο, καλούμενη πολική απόσταση, συμβολίζεται με το λατινικό γράμμα Ρ και υφίσταται η σχέση
Ρ = 90° + δ (+ για ετερώνυμα και - για ομώνυμα φ και δ) [δ = κλίση αστέρος].
3. Η πλευρά Ζενίθ - Αστέρα (πλευρά ΖΣ): Η πλευρά αυτή παρίσταται επί του κάθετου κύκλου του αστέρα και εκφράζει την καλούμενη ζενιθιακή απόσταση, συμβολίζεται με τα γράμματα Ζλ και υφίσταται η σχέση Ζλ = 90° - Ηλ (όπου Ηλ το ύψος του αστέρα).
4. Η γωνία Ζ, καλούμενη και αζιμούθ του αστέρα, συμβολίζεται ως Αζλ.
5. Η γωνία Σ, καλούμενη και παραλλακτική γωνία (π) που όμως δεν ενδιαφέρει τον ναυτιλλόμενο
6. Η γωνία Π, η οποία και σχηματίζεται με κορυφή τον Πόλο και πλευρές τον μεσημβρινό του τόπου και τον ωρικό κύκλο του αστέρα, καλούμενη ωρική γωνία (hour angle) του αστέρα, συμβολίζεται με τα λατινικά γράμματα H.A. και είναι ιδιαίτερα σημαντική για τον ναυτιλλόμενο.
Προβλήματα τριγώνου θέσεως
Γενικά με το τρίγωνο θέσεως προσδιορίζονται οι γεωγραφικές συντεταγμένες της θέσεως ενός παρατηρητή, συνεπώς και το γεωγραφικό στίγμα ενός πλοίου. Έτσι τα επιλυόμενα κύρια προβλήματα της Αστρονομικής Ναυτιλίας που ανάγονται στο τρίγωνο θέσεως είναι συνήθως τριών ειδών:
α)Εύρεση ευθειών θέσεως: όπου με δεδομένα το πλάτος (φ), τη κλίση (δ) και την ωρική γωνία (ΗΑ) ζητείται ή εύρεση του ύψους (Ηλ) και το αζιμούθ των αστέρων (Αζλ).
β) Αναγνώριση αστέρα: όπου με δεδομένα το πλάτος (φ), το ύψος (Ηλ) και το αζιμούθ (Αζλ) ζητείται ή εύρεση της κλίσεως (δ) και της ωρικής γωνίας (ΗΑ), και
γ) Εύρεση παραλλαγής: όπου με δεδομένα την ωρική γωνία (ΗΑ), την κλίση (δ) και το ύψος του αστέρα (Ηλ) ζητείται η εύρεση του Αζιμούθ (Αζλ) του αστέρα.
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Σφαιρική τριγωνομετρία

Η σφαιρική τριγωνομετρία αποτελεί εν μέρει αντικείμενο της ουράνιας μηχανικής στην αστρονομία και αφορά στην επίλυση σφαιρικών τριγώνων.
 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 
Τυπολόγιο Σφαιρικής Τριγωνομετρίας 
Εισαγωγή 
Σε πολλά προβλήματα της Χαρτογραφίας, της Ανώτερης Γεωδαισίας, της Γεωδαιτικής Αστρονομίας και της Δορυφορικής Γεωδαισίας εμφανίζονται γεωμετρικά μεγέθη που αναφέρονται σε μια σφαιρική επιφάνεια. Σε αντιστοιχία με την (επίπεδη) Τριγωνομετρία, η Σφαιρική Τριγωνομετρία εξετάζει τις σχέσεις μεταξύ των στοιχείων του βασικού σχήματος μιας σφαιρικής επιφάνειας, δηλαδή του σφαιρικού τριγώνου. 
Υπενθυμίζεται πως όταν ένα επίπεδο τέμνει μια σφαίρα, η τομή είναι πάντα ένας κύκλος. Αν το επίπεδο περνά από το κέντρο της σφαίρας, ο κύκλος λέγεται μέγιστος κύκλος, ενώ στην αντίθετη περίπτωση λέγεται μικρός κύκλος (σχήμα 1). Από δύο τυχαία, μη αντιδιαμετρικά σημεία, μιας σφαίρας περνούν άπειροι μικροί κύκλοι αλλά μόνο ένας μέγιστος, που ορίζει και την συντομότερη διαδρομή μεταξύ των σημείων αυτών. Επομένως, οι γεωδαισιακές γραμμές σε μια σφαίρα είναι μέγιστοι κύκλοι. Αν τα σημεία είναι αντιδιαμετρικά, τότε όλοι οι κύκλοι που περνούν από αυτά είναι μέγιστοι. 
Ένα σφαιρικό τρίγωνο ορίζεται από τρία τυχαία σημεία μιας σφαιρικής επιφάνειας που δεν βρίσκονται στον ίδιο μέγιστο κύκλο (κορυφές του τριγώνου) και από τα τρία τόξα μέγιστων κύκλων μεταξύ των σημείων αυτών, ανά ζεύγη (πλευρές του τριγώνου). Ας σημειωθεί πως κάθε πλευρά του σφαιρικού τριγώνου είναι το μικρότερο από τα δύο τόξα στα οποία χωρίζεται κάθε μέγιστος κύκλος.
Πρέπει να γίνει διάκριση μεταξύ του μέτρου α κάθε πλευράς, που είναι το ‘γωνιακό’ μέτρο του τόξου του αντίστοιχου μέγιστου κύκλου (δηλαδή το μέτρο της αντίστοιχης επίκεντρης γωνίας) και του μήκους s της πλευράς, δηλαδή του πραγματικού μήκους του τόξου σε μονάδες μήκους (π.χ. σε μέτρα). Τα δύο αυτά μεγέθη συνδέονται μέσω της ακτίνας R της σφαίρας (στις ίδιες μονάδες μήκους):
s = R * α
Στο εξής, όταν αναφερόμαστε στην πλευρά ενός σφαιρικού τριγώνου θα εννοούμε το μέτρο της.
Τα άλλα τρία βασικά στοιχεία ενός σφαιρικού τριγώνου είναι οι τρεις γωνίες του, που είναι οι δίεδρες γωνίες μεταξύ των επιπέδων των μεγίστων κύκλων που ορίζουν το τρίγωνο. Ισοδύναμα, οι γωνίες αυτές είναι οι αντίστοιχες (επίπεδες) γωνίες που σχηματίζουν οι εφαπτόμενες των μέγιστων κύκλων σε κάθε κορυφή του τριγώνου.
Παραδοσιακά, οι γωνίες του σφαιρικού τριγώνου συμβολίζονται με κεφαλαία  γράμματα, π.χ. Α, Β, Γ (όπως οι αντίστοιχες κορυφές), ενώ οι πλευρές του με τα αντίστοιχα πεζά γράμματα, π.χ. α, β, γ έτσι ώστε στοιχεία με το ίδιο γράμμα να βρίσκονται απέναντι. 
Όπως ήδη αναφέρθηκε, οι πλευρές και οι γωνίες ενός σφαιρικού τριγώνου είναι αδιάστατα μεγέθη (καθαροί αριθμοί) και μετρώνται σε ακτίνια (rad) ή σε συμβατικές μονάδες μέτρησης γωνιών (μοίρες, βαθμοί κλπ.). Από τον ορισμό του σφαιρικού τριγώνου προκύπτει ότι κάθε πλευρά του τριγώνου είναι μικρότερη από π (180°). Από την βασική ιδιότητα των πολικών τριγώνων, που αναφέρεται παρακάτω, συνάγεται ότι και κάθε γωνία του είναι μικρότερη από π. 
Σφαιρική υπεροχή 
Βασική ιδιότητα ενός σφαιρικού τριγώνου είναι ότι το άθροισμα των γωνιών του είναι πάντα μεγαλύτερο από π. Η διαφορά : 
Ε = (A + B + Γ) - π 
λέγεται σφαιρική υπεροχή και είναι ίση με την στερεά γωνία που ορίζει το τρίγωνο, όπως φαίνεται από το κέντρο της σφαίρας. Επομένως, η σφαιρική υπεροχή Ε μπορεί να υπολογιστεί από το εμβαδόν Α του σφαιρικού τριγώνου και την ακτίνα R της σφαίρας : 
                                                           
Η σφαιρική υπεροχή είναι και αυτή αδιάστατο μέγεθος (καθαρός αριθμός), όπως και η στερεά γωνία, συνήθως όμως εκφράζεται σε μοίρες ή βαθμούς (ή υποδιαιρέσεις τους). 
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Πολικό τρίγωνο: Σε κάθε μέγιστο κύκλο αντιστοιχεί μία μόνο διάμετρος της σφαίρας που είναι κάθετη στο επίπεδό του. Τα δύο σημεία της σφαιρικής επιφάνειας που ορίζει η διάμετρος αυτή λέγονται πόλοι του μέγιστου κύκλου. 
Σε κάθε πλευρά ενός σφαιρικού τριγώνου αντιστοιχούν δύο πόλοι. Για παράδειγμα, στην πλευρά a (BΓ) αντιστοιχούν οι πόλοι PΑ και PΑ’ , όπου ο πόλος PΑ είναι ο πλησιέστερος προς την κορυφή Α. Με όμοιο τρόπο ορίζονται και τα σημεία (πόλοι) PB και PΓ. Το σφαιρικό τρίγωνο με κορυφές τα σημεία PΑ ,                                        
λέγεται πολικό τρίγωνο του τριγώνου ABΓ.
Μεταξύ των στοιχείων των δύο τριγώνων ισχύει η σπουδαία ιδιότητα ότι: οι πλευρές ενός σφαιρικού τριγώνου είναι παραπληρωματικές των αντίστοιχων γωνιών του πολικού τριγώνου και αντίστροφα:
 
Σχέσεις μεταξύ των στοιχείων σφαιρικού τριγώνου 
Σε όλες τις σχέσεις μεταξύ των στοιχείων ενός σφαιρικού τριγώνου, που ακολουθούν, μπορεί να εφαρμοσθεί κυκλική μετάθεση των συμβόλων (δηλαδή α → β → γ → α κλπ). 
1. Ανισώσεις 
a. A < B ⇔ α < β 
b. A+B > π ⇔ α+β > π 
c. | β-γ | < α < β+γ 
d. α+π > β+γ 
2. Εξισώσεις 
α.                             [νόμος ημιτόνου]
    συν α= συν β * συν γ + ημ β * ημ γ * cos A

β. συν A = -συν B συν Γ + ημ B * ημ Γ * συν α  [νόμος συνημιτόνου ή                        Gauss]
    ημ α * συν B = συν β * ημ γ – ημ β * συν γ * συν A

γ. ημ A * συν β = συν B * ημ Γ + ημ B * συν Γ * συν α  [τύπος των 5 στοιχείων]

δ. συν α * συν B = ημ α * συν γ – ημ B * συν Γ 
     
ε.       [αναλογίες του Neper]
   

στ.         [συναλογίες του Delambre] 
  


3. Άλλες σχέσεις 
Έστω p η ημιπερίμετρος του τριγώνου, δηλ. : p = ½ (α + β + γ). Τότε : 

α. 

β.  

γ. 

δ.           [τύποι του Borda]



Ορθογώνια - ορθόπλευρα τρίγωνα 
Αν κάποια (-ες) γωνία ή πλευρά του τριγώνου είναι ορθή (90°) έχουμε ένα ορθογώνιο (ή δισ- ή τρισορθογώνιο) ή ένα ορθόπλευρο (ή δισ- ή τρισορθόπλευρο) σφαιρικό τρίγωνο. Στην περίπτωση αυτή οι τύποι που συνδέουν τα στοιχεία του τριγώνου απλοποιούνται σημαντικά, π.χ. 

Σε ορθογώνιο σφαιρικό τρίγωνο ( Α = 90°) : 







Με τη βοήθεια της βασικής ιδιότητας των πολικών τριγώνων μπορούν να γραφούν αντίστοιχες σχέσεις για ένα ορθόπλευρο τρίγωνο ( α = 90° ). 


Επιλύσεις σφαιρικών τριγώνων 
Αν είναι γνωστά τρία από τα βασικά στοιχεία ενός σφαιρικού τριγώνου, μπορούμε να υπολογίσουμε τα υπόλοιπα. Η εργασία αυτή λέγεται επίλυση του σφαιρικού τριγώνου και γίνεται με χρήση των κατάλληλων από τους τύπους που αναφέρθηκαν παραπάνω. Λόγω του πλήθους των ισοδυνάμων τύπων, η διαδικασία επίλυσης μπορεί να γίνει με πολλούς τρόπους. Για διευκόλυνση, αναφέρουμε μερικούς. 

Α. Γενικά: 
1) Όπου είναι δυνατόν, ο υπολογισμός των αγνώστων να γίνεται από το συνημίτονο ή την εφαπτομένη, που δίνουν μονοσήμαντη λύση στην περιοχή -90° ως +90°.
                       2) Επίσης, όπου είναι δυνατόν, ο υπολογισμός να γίνεται από την εφαπτομένη σε μορφή λόγου δύο μεγεθών, οπότε υπολογίζεται μονοσήμαντα το σωστό τεταρτημόριο της λύσης (από τα πρόσημα αριθμητή και παρανομαστή).
                       3) Στις περιπτώσεις διπλών λύσεων, χρήση των σχέσεων ανισότητας μεταξύ των στοιχείων επιτρέπει την απόρριψη κάποιας λύσης που δεν είναι δεκτή.


                      Β. Προτάσεις για ειδικές περιπτώσεις :
                      1) Δίνονται τα α , β , γ και ζητούνται τα A , B , Γ : Χρησιμοποιούμε το νόμο συνημιτόνου (2.β.1)
                      2) Δίνονται τα A , B , Γ και ζητούνται τα a , β , γ : Χρησιμοποιούμε το νόμο συνημιτόνου (2.β.2)
                3) Δίνονται τα Α , β , γ και ζητούνται τα a , B , Γ : Χρησιμοποιούμε το νόμο συνημιτόνου (2.β.1) για την πλευρά α και τον τύπο των 5 στοιχείων (2.γ.1) για τα B και Γ.
                4) Δίνονται τα a , B , Γ και ζητούνται τα Α , β , γ : Χρησιμοποιούμε το νόμο συνημιτόνου (2.β.2) για τη γωνία Α  και τον τύπο των 5 στοιχείων (2.γ.2) για τα β και γ.
                5) Δίνονται τα α , β, A και ζητούνται τα γ , B , Γ : Χρησιμοποιούμε το νόμο ημιτόνου (2.α.) για την γωνία Β (προσοχή στις δύο πιθανές λύσεις!) και τις αναλογίες Neper, (2.ε.1) για το γ και (2.ε.2) για το Γ.
                6) Δίνονται τα α , A , Β , και ζητούνται τα β , γ , Γ : Χρησιμοποιούμε το νόμο ημιτόνου (2.α.) για την πλευρά β (προσοχή στις δύο πιθανές λύσεις!) και τις αναλογίες Neper, (2.ε.1) για το γ και (2.ε.2) για το Γ.     
                       


                



       ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ
    
                     Η Σφαιρική Γεωμετρία έχει εφαρμογές στην Αστρονομία, Ναυσιπλοΐα, Χαρτογραφία και αλλού.
                         Στην Αστρονομία, εφαρμόζεται στη μελέτη προβλημάτων που δεν μας ενδιαφέρει η απόσταση των ουρανίων σωμάτων από τη Γη αλλά η θέση τους στον ουράνιο θόλο που θεωρείται σφαιρικός με κέντρο το κέντρο της Γης.
                         Η Γη θεωρείται κατά προσέγγιση σφαιρική, επομένως η σφαιρική γεωμετρία έχει εφαρμογές και στις επιστήμες που σχετίζονται με το σχήμα της Γης. Μία από αυτές είναι η Ναυσιπλοΐα και χρησιμεύει για να γίνονται υπολογισμοί πορείας. 
                          Είναι γνωστό από την αρχαιότητα ότι η επιφάνεια της σφαίρας δεν είναι δυνατόν να αναπτυχθεί στο επίπεδο. Δηλαδή, δεν μπορούμε να αναπτύξουμε τη σφαίρα στο επίπεδο όπως κάναμε με τον κύλινδρο και τον κώνο. Εάν προσπαθήσουμε να κάνουμε αυτό το ανάπτυγμα, θα τσαλακώσουμε ή θα σκίσουμε την επιφάνεια της σφαίρας. Αυτό συμβαίνει διότι η σφαίρα έχει καμπυλότητα που διαφέρει ποιοτικά από αυτήν του κυλίνδρου ή του κώνου. Λόγω αυτής της ιδιότητας οι χάρτες δεν μπορεί να είναι ακριβείς.
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ

           Παρατηρούμε ότι στη γεωμετρία της σφαίρας, το άθροισμα των γωνιών ενός σφαιρικού τριγώνου είναι μεγαλύτερο από δύο ορθές, σε αντίθεση με την Ευκλείδεια Γεωμετρία όπου το άθροισμα των γωνιών ενός τριγώνου ισούται με δύο ορθές. Η ιδιότητα αυτή είναι ισοδύναμη με την μη ύπαρξη παράλληλων <<ευθειών>>, δηλαδή κάθε δύο μέγιστοι κύκλοι τέμνονται. Η γεωμετρία αυτή σφαιρική ή Ελλειπτικά Γεωμετρία.								
          Υπάρχουν επίσης γεωμετρίες στις οποίες το άθροισμα των γωνιών των τριγώνων τους είναι μικρότερο από δύο ορθές, που είναι ισοδύναμο με την ύπαρξη πολλών παράλληλων ευθειών που άγονται από σημείο εκτός ευθείας. Οι γεωμετρίες αυτές λέγονται Υπερβολικές Γεωμετρίες.                                                                                                                                          
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ΕΠΙΛΟΓΟΣ

Τα Σφαιρικά Τρίγωνα αποτελούν μέχρι και σήμερα μέρος των άλυτων προβλημάτων όπως είναι ο διπλασιασμός του κύβου ή δήλιο πρόβλημα, η τριχοτόμηση γωνίας, ο τετραγωνισμός κύκλου, το π (3,14…..) και πολλά άλλα. Όταν οι αρχαίοι Έλληνες ήθελαν να λύσουν ένα πρόβλημα προσπαθούσαν αρχικά να το λύσουν κάνοντας χρήση των πιο απλών καμπυλών, των κύκλων και των ευθειών δηλαδή χρησιμοποιώντας μόνο κανόνα και διαβήτη. Όταν λοιπόν δεν μπορούσαν να λύσουν κάποιο πρόβλημα με αυτές τις συνθήκες τότε το θεωρούσαν άλυτο και προσπαθούσαν να το λύσουν κάνοντας χρήση άλλων πιο πολύπλοκων καμπυλών. Έτσι αυτά τα “ Άλυτα Μαθηματικά Προβλήματα Της Αρχαιότητας” δεν μπορούν να λυθούν με κανόνα και διαβήτη άλλα υπάρχουν αρκετές λύσεις ετών με άλλες καμπύλες.	
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